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L’integrale di Riemann
f : [a, b]→ R
a
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Gli elementi della partizione sono elencati in modo che xi−1 < xi per
ogni i = 1, . . . , n.
La collezione di tutte le partizioni di [a, b] si indica con Ω ([a, b]).
Se σ ∈ Ω ([a, b]) l’ampiezza di σ e` il numero positivo |σ|:
|σ| = max
1≤i≤n
(xi − xi−1)
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Se f : [a, b]→ R e` limitata, cioe` per ogni x ∈ [a, b]:
−∞ < m := inf
y∈[a,b]
f(y) ≤ f(x) ≤ sup
y∈[a,b]
f(y) := M < +∞
scriveremo f ∈ B ([a, b])
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Se f ∈ B ([a, b]) e se σ ∈ Ω ([a, b]) diremo somma inferiore di f
generata da σ, il numero reale:
s (f, σ) :=
n∑
i=1
mi (xi − xi−1)
ove σ = {x0, x1, . . . , xn} e, per ogni 1 ≤ i ≤ n:
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x)
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Diremo somma superiore di f generata da σ il numero reale:
S (f, σ) :=
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
in cui si e` posto:
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x)
Il significato geometrico delle nozioni ora introdotte e` ispirato al caso
di f non negativa. Si vuole misurare l’aera della regione di piano
delimitata dal grafico di f , dalle due verticali condotte per gli estremi
a e b dell’intervallo e il segmento dell’asse delle ascisse di estremi a e
b.
8/23 Pi?
22333ML232
a
f HaL
b
f HbL
x
y
Figura 1: s (f, σ)
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Figura 2: S (f, σ)
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Valgono le disuguaglianze
m (b− a) ≤ s (f, σ) ≤ S(f, σ) ≤M (b− a)
I numeri: sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ), inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ), sono detti integrale
inferiore e integrale superiore di f ∈ B ([a, b]) .
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Sono rappresentati con le notazioni:
sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx, inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x) dx.
Si ha che: ∫ b
a
f(x) dx ≤
∫ b
a
f(x) dx
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f ∈ B ([a, b]) si dice integrabile secondo Riemann se:∫ b
a
f(x) dx =
∫ b
a
f(x) dx
In tal caso il valore comune dell’integrale superiore e dell’integrale
inferiore si denota con il simbolo:∫ b
a
f(x) dx
Chiameremo tale valore integrale di f su [a, b] .
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Il sottoinsieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabili
secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) .
Vale l’inclusione stretta R ([a, b]) ⊂ B ([a, b]) .
D(x) =
0 se x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q) ,1 se x ∈ [0, 1] ∩Q,
e` un elemento di B ([a, b]) , ma D /∈ R ([a, b]) in quanto:∫ b
a
D(x) dx = 0 <
∫ b
a
D(x) dx = 1.
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Se f ∈ R ([a, b]) diremo media integrale della funzione f il numero
reale:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx.
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ne di [a, b]. Scegliamo per ogni intervallo [xi−1, xi] di σ un punto yi
per modo che si abbia:
a = x0 ≤ y1 ≤ x1 ≤ y2 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ yn ≤ xn = b.
Poniamo ~y = (y1, . . . , yn). ~y si chiama campionamento di σ.
Se [a, b] viene ripartito in parti di lunghezza uguale di estremi
x0 = a < x1 < · · · < xn = b, xk = a+ b− a
n
k, 0 ≤ k ≤ n
preso un campionamento ~y di σ si potrebbe dimostrare che:∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
b− a
n
n∑
k=1
f(yk).
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Ora:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
n∑
k=1
f(yk)
n
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Ora:
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx = lim
n→∞
n∑
k=1
f(yk)
n
quindi la media integrale di f e` il limite per n → ∞ della media
aritmetica dei valori f(y1), f(y2), . . . , f(yn).
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Siano f1, f2 ∈ R ([a, b]) , c ∈ R. Allora:
i) f1 + f2 ∈ R ([a, b]) e:∫ b
a
(f1(x) + f2(x)) dx =
∫ b
a
f1(x)dx+
∫ b
a
f2(x)dx;
ii) cf1 ∈ R ([a, b]) e:∫ b
a
cf1(x)dx = c
∫ b
a
f1(x)dx;
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iii) f1f2 ∈ R ([a, b]);
iv) |f1| ∈ R ([a, b]) e vale la disuguaglianza:∣∣∣∣∫ b
a
f1(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f1(x)| dx;
v) se 0 < c ≤ |f2| allora f1
f2
∈ R ([a, b]);
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a
f(x)dx =
∫ c
a
f(x)dx+
∫ b
c
f(x)dx;
vii) se f1(x) ≤ f2(x), allora:∫ b
a
f1(x)dx ≤
∫ b
a
f2(x)dx;
19/23 Pi?
22333ML232
vi) se a < c < b allora f1 ∈ R ([a, c]) , f1 ∈ R ([c, b]) e si ha:∫ b
a
f(x)dx =
∫ c
a
f(x)dx+
∫ b
c
f(x)dx;
vii) se f1(x) ≤ f2(x), allora:∫ b
a
f1(x)dx ≤
∫ b
a
f2(x)dx;
viii) se f(x) = f0 e` costante, allora:∫ b
a
f0 dx = f0 (b− a) .
20/23 Pi?
22333ML232
Condizioni sufficienti per l’integrabilita`
20/23 Pi?
22333ML232
Condizioni sufficienti per l’integrabilita`
Se f : [a, b]→ R e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
20/23 Pi?
22333ML232
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Se f : [a, b]→ R e` monotona allora f ∈ R ([a, b]).
Se f : [a, b]→ R e` continua allora f ∈ R ([a, b]) .
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Se f : [a, b]→ R e` continua, allora esiste ξ ∈ [a, b] tale che:∫ b
a
f(x)dx = f(ξ)(b− a)
Per il teorema di Weiestraß esistono m, M in modo che m ≤ f(x) ≤
M per ogni x ∈ [a, b].
Per le proprieta` dell’integrale, vii) e viii), si ha:
m(b− a) ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤M(b− a)
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ed anche, dividendo per b− a > 0:
m ≤ 1
b− a
∫ b
a
f(x)dx ≤M ⇐⇒ 1
b− a
∫ b
a
f(x)dx := µ ∈ [m,M ] .
Per il teorema di Bolzano esiste ξ ∈ [a, b] per cui f(ξ) = µ e cio` prova
l’asserto.
